3 Exercices posés

Dans le contexte de 1'épreuve orale, nous insistons sur le fait que ces sujets ne doivent pas
étre considérés comme des problemes écrits, tant la discussion avec I’examinateur est indisso-
ciable de 1’énoncé.

L

Exercice 1. On se place sur R[X].
(1) Pour P = ap+ a1 X+ - - -+ an X", on pose N(P) = > {'_, ax. Est-ce que N est une norme?

(2) Pour P = qp+ ;X + - - - + an X™, on définit maintenant la norme N(P) = > {_,|ay| et on
considere
S={PeR[X]:N(P) =1}

Montrer que S est fermé borné. Est-il compact? Et si N est maintenant défini par N(P) =

Y kolal/(k+1)?

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire de Poisson de parameétre 1. Montrer que

P(X>n) ~ P(X=mn).

n—oo

Est-ce que le résultat reste vrai si le parametre n’est plus 1?
Exercice 3. (1) L'application qui & une matrice de M,,(IR) associe son polyndme caractéris-
tique est-elle continue?
(2) L'application qui a une matrice de M, (IR) associe son polyndme minimal est-elle conti-
nue?

Exercice 4. Trouver tous les nombres réels «, 3 € IR tels que

n

B
n
Z k% = ( k) pour tout entier n > 1.
k=1 k=1

Exercice 5. Soit A C R™ partie non vide. On pose pour tout x € R™:
d(x,A) =inf{||[x —al| : a € A}

(1) Montrer que pour tous x,y € R" ona |d(x,A) —d(y, A)| < |[x —y]|.
(2) Monter que x — d(x, A) est continue.
(3) Montrer que (x,y) — ||x —y|| est continue.

Exercice 6. Soit n > 1 un entier et soit (Xy)y>1 des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur
{0,1,...,n—1}. On pose

n

Yo =] [ X

k=1
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(1) Pour tout entier £ > 0, calculer la limite de IP (Y;, = {) lorsque n — oo.

(2) Montrer que pour tout a > 1/2,

P(Yy > (an)®) — 0.

n—oo
Exercice 7. Soit f : E — E une application linéaire avec E un espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) E=Im f@ Ker f
(2) E=Imf+Kerf
(3) Imf2 =Im f
(4) Ker f2 = Ker f.

Exercice 8. On coupe en deux un baton. En moyenne, quelle est la longueur du plus petit bout?

Exercice 9. Soit f : [1,+00) — R une fonction de classe C2. Pour n > 1, soit fy, : [1, +00) — R la

fonction définie par
n

() = (f (x+ %) - f(x)> .

On suppose que la fonction x — xf”(x) est bornée.
(1) Montrer que
lim sup |fn(x) — f'(x)| = 0.

n—oo -3

(2) On suppose que f(x)/x converge lorsque x — 400 vers une limite notée L. Montrer que
f’'(x) — Llorsque x — oo.

Exercice 10. Soit n > 2 un entier. On considere une suite (Xj)i<i<n de variables aléatoires
ii.d. suivant la loi uniforme sur I'ensemble {1,2,...,n}. On pose

My = min |Xi11— Xl
n 1<i<n—1’ i+1 1’

(1) Etudier le comportement de IP (M, = 0) lorsque n — co.

(2) Montrer que la suite (IE[Mn]),,>2 est bornée.

Exercice 11. Soit n > 2 un entier. On considere une suite (Xj)i<i<n de variables aléatoires
ii.d. suivant la loi uniforme sur le segment [0, n]. On pose

My = min |Xi11—X;l.
n 1<i<n—1| i+1 1|

(1) Calculer P (M, = 0).
(2) Montrer que la suite (IE[My]),,>2 est bornée.

Exercice 12. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f,g € £(E). Montrer que Im f +
Ker g = E si et seulementsilm gof =1Im g.



Exercice 13. Soit f, g : [0,1] — R, continues. Calculer

= ™ k+1
dm > () e ()
k=1
Exercice 14. Soit M € M,,(C).

(1) Montrer qu’il existe A, B € M, (C) inversibles telles que M = A + B.
(2) Montrer qu’il existe A, B € M,,(C) diagonalisables telles que M = A + B.

Que se passe-t-il si on remplace C par R?

Exercice 15. Soient (a,) et (by) deux suites de nombres réels. On suppose que a,, — 0 et que la
série de terme général (b, ) est absolument convergente. Montrer que

n+1
Zakbnﬂ—k njo 0.
k=1

Le résultat reste-t-il vrai si on suppose seulement que la série de terme général (b,,) converge?

Exercice 16. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et &« > 1. Soient F, G des sous-espaces
vectoriels de E. Montrer que

dim(F+ G)* +dim(FN G)* > (dim F)* + (dim G)*
et étudier le cas d’égalité.

Exercice 17. Montrer que

Zk! ~  nl
n—,oo

k=0

Exercice 18. Soient f(x) = 3 - oanx™ et g(x) = > ;50 bnX™ deux séries entieres a coefficients
strictement positifs et de rayon de convergence infini. On suppose que a,/b, — L lorsque

n — oo. Montrer que
f(x)
g(x)
a une limite quand x — oo. Que se passe-t-il si a, et by, ne sont plus supposés strictement

positifs ?

Exercice 19. Soit E un R espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E.
Montrer que u o u = 0 si et seulement si il existe un projecteur p tel que u =pou—uop.

Exercice 20. Trouver toutes les fonctions f : R} —— IR telles que pour tous x,y > 0:

1
x—i—y'

(%) = f(y)l <



Exercice 21. Soit ¢ > 0. On consideére une suite (an)y>1 de nombres réels telle que 0 < a, <
c(azn + azny1) pour tout n > 1. Pour quelles valeurs de c la série } - a, diverge-t-elle tou-
jours?

Exercice 22. Trouver toutes les matrices M € M, (R) telles que M - MT-M =1,.

Exercice 23. Soit E un R espace vectoriel et p un projecteur de E. On note
Clp) ={fe L(E):pof=TFfop}

(1) Pour f € £L(E), montrer que f € C(p) si et seulement si Im p et Ker p sont stables par f.
On suppose dorénavant que E est de dimension finie.

(2) Quelle est la dimension de C(p)?

(3) Quelle est la plus grande et la plus petite dimension possible de C(p)?

Exercice 24. Soit (un)n >0 une suite réelle bornée telle que 2u, < un41 +uy_g pour toutn > 1.
Est-ce que la suite (un)n>0 converge nécessairement?

Exercice 25. Quelle est la valeur la plus probable d'une variable aléatoire de Poisson ?

Exercice 26. Soit M > 0 un nombre réel et soit n > 2 un nombre entier. On considére des
variables aléatoires (Xi)1<i<n a valeurs dans [-M, M] indépendantes et de méme loi. Pour tout
1 <k <nonpose

Y = X1+ Xy

Trouver une CNS pour que Y, ..., Yn soient indépendantes.
Indication. On pourra commencer par traiter le cas ou Xy, ..., X, sont a valeurs dans {—1, 1}.

Exercice 27. Soit « € R. Etudier la nature de la série de terme général (cos(1/ n))ne.

Exercice 28. Soit (pn)n>1 une suite de réels positifs tels que pn/n — oo quand n — oo. Calculer

o0

li — L
Xlg}(l x) Z X
x<1 n=1

Exercice 29. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P € C[X] tel que P(z) = Z pour tout z € C.
Exercice 30. (1) Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout a € Ron a

JOO 1 —(:os(at)c_lt — ¢lq]

o t2

(2) Soient X,Y deux variables aléatoires réelles a support fini, indépendantes et de méme loi.

Montrer que
E[X—Y[] < E[X+YI.

Que se passe-t-il si leur support n’est pas fini supposé fini?
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Exercice 31. Soit E un R-espace vectoriel. Soit f € £(E) un endomorphisme.
(1) On suppose que f° = f. Montrer que E = Im f @ Ker f.
(2) Plus généralement, soit P € R[X] un polyndme tel que P(0) = 0 et P/(0) # 0. On suppose
que P(f) = 0. Montrer que E = Im f & Ker f. Le résultat reste-t-il vrai si P/(0) =07?

Exercice 32. Soit (un)n>0 une suite de nombre réels tels que 1y > 0 et pourn > 0:

Obtenir un équivalent simple de (uy) lorsque n — oo.

Exercice 33. Soit f : M, (IR) — IR une application non constante telle que pour tous A,B €
M, (R) on a
f(AB) = f(A)f(B).

Montrer que pour tout A € M,,(R) on a f(A) # 0 si et seulement si A est inversible.

Exercice 34. Soit f,,, f : [0, 1] — R. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) pour toute suite x,, telle que x,, — x on a fn(xn) — f(x);
(2) f estcontinue et f, — f uniformément.
Exercice 35. Pour une variable aléatoire X a valeurs dans IN = {0, 1,2, ...} on consideére la série
entiere

fx(z) = ) P(X=k)z"
k=0

(1) Justifier que la fonction génératrice Gx de X est de classe C* sur ] —1,1[.

(2) Supposons que pour tout k > 0 on a pp x — pkx. Montrer que la suite de fonctions généra-
trices (Gy,, ) converge simplement vers Gy sur [0, 1].

(3) Etablir la réciproque.
Exercice 36. Soient E, F, G des espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F) etv € L(F, G).
Montrer que rg v o u = rg u si et seulement si Im u N Ker v = {0}
Exercice 37. Soit o > 0. Pour tout entier n > 1 et x > 0 on pose

fn(x) = x —arctan(x) —n®.

(1) Montrer que pour tout n > 1 il existe un unique x > 0 tel que f,(x) = 0, qu’on notera u,
dans la suite.

(2) Montrer que
1 1
Un =n*+71/2——+o0 (—) .

n n
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Exercice 38. Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre 2. On note [E(X)
son espérance et V(X) sa variance.

(1) Montrer que
V(X)
V(X)+ A2

Indication. On pourra considérer IP(X 4+t > E(X) +A +t) pour tout t > 0.

P(X > E(X)+A) <

Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes ayant toutes un moment d’ordre 2
(on ne les suppose pas forcément de méme loi). On suppose que pour toutn > lonaE(X,) =0
et V(X;) < 1. On pose

N=min{n >1:X, <1}

(3) Montrer que e®N est d’espérance finie pour tout a € [0,In2].
Exercice 39. Soit (i), définie par: up € Ret, pourn > 0ona
Uni1 = (M+1Duy, — (n+2).

Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur uy pour que cette suite soit bornée.

Indication. On pourra considérer la suite z, = 7.

Exercice 40. Soit E 'ensemble des applications f de classe C2de [0,1] dans R avec f(0) = f(1) =
0. Soit F I'ensemble des applications f de classe C2 de [0,1] dans R avec f(0) = 0 et f(1) = 1.
Pour f € F, on pose

1
I(f) = JO et (f(t)? + f/(1)?)dt.

(1) Soit g € E. Calculer la dérivée en 0 de A — I(f + Ag).

(2) Montrer que I possede un minimum sur F et déterminer les points en lequel il est atteint.

Exercice 41. Soient A, B deux matrices de M, (IR). On suppose que AB = BA = 0etquerg(A) =
rg(A?). Montrer que rg(A + B) = rg(A) +rg(B).

Exercice 42. Montrer que pour tout entier n > 2 I’équation x™ = 2x + 1 admet une unique
solution positive et étudier son comportement lorsque n — oo.
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